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Schwingungsberechnung eines
Zwei-Massen-Systems




1

. Von dem Zwei- Massen- System nach Bild 1 sollen die Auslenkun-
Fragestellung

gen yl(t) und yo(t) bei sprungférmiger Stérung y3(t) ermittelt wer-
den. Die Feder- und Dampferkennlinien sind in Bild 2 dargestelit.

d .
cq 1 ml, m2 : Massen
Cl’ 02 : Federkonstanten
d1 : Dadmpfungskonstante
m2 T y2
€2
Y3
Bild 1 Zwei-Massen~System
Fail a Fall b Faill ¢
dy (¥y-vy) dy (¥y-vy) dy (yy-y,)
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Démpferkennlinien, Dimpferkraft iiber Geschwindigkeit
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Federkennlinien, Federkraft iber Auslenkung

Bild 2 Feder- und Démpferkennlinien




2. 2

d d d d
Gleichungen 1 L ( 71 _ 2 )+C_1 ( ¢ (1)
2 "m 'd T ® m, V1Y) =0
dt 1 1
d2 d, d d c
S S W i Y N -0 (2
2 myldt Tdt T m Ve T Y T by -y s
dt 2
3. m, = 20 kps2m'1
Konstanten 2 -1
m2 = 2 kps m Fall a, b, ¢
cy = 500 kpm~ 1
dq, - 80 kpsm" ! Fall a
80 kpsm™ ! fur ¥, - Yy >0 ’
d1 = 1 Fall b, ¢
8 kpsm fﬁr}'rl—jf2<0
¢, = 2000 kpm ! Fall a,b
20 (y -y,) kp fir y_-y_ >-0,37 cm
273 273
02(y2-y3) = Fall ¢
-20 - 0,37 kp flir Yo~Yg <-0,37 cm
0 cm fuir t <0
y4(t) -
6,5 cm firtzo
Anfangsbedingungen yl(()) = y2(0) =0
A 1 = = = ¢ = 0
Geschitzte Maximalwerte Y {max y2max y3max Y 10 cm ‘
4. Die Spannungen u). des Analogrechners werden tiblicherweise auf
Normierung die maximale Rechenspannung E normiert
u
U .k
= E— - 1= Uk S +1 s

und die Maschinenzeit t* wird ersetzt durch eine dimensionslose
Variable T gemif

T = kt* k[s_1

1. (3)
Die Problemgréfien werden in entsprechender Weise behandelt:
Die abhingigen Variablen und ihre Ableitungen werden durch
Normierung auf den Variationsbereich von -1 bis +1 gebracht,
den die analogen normierten Spannungen besitzen. Die unab-
hingige Variable, z.B. die Zeit t, wird nach



4. 1.
Amplitudennormierung

4. 2.
Zeitnormierung

5.
Maschinengleichungen

T=At x[s‘lj (4)

durch die dimensionslose Grofle T ersetzt. Durch Gleichsetzen
der normierten Problemvariablen mit den zugeordneten normier-
ten Spannungen, ferner durch Gleichsetzen von T mit v werden
die normierten Problemgleichungen zu Maschinengleichungen,
die sich unmittelbar in eine Rechenschaltung umsetzen lassen.

Da die Anfangswerte der Amplituden Null sind, normieren wir
die Amplituden selbst auf ihre Maximalwerte: Y, - i mit

Im
i=1,2,3. Die dimensionslosen Groéfien Yi variieren im Bereich
von -1 bis +1.

Durch den Maflstabsfaktor X in der problemseitigen Zeitnormierung
(4) kénnen die Koeffizienten der Maschinengleichung auf einstell-
bare Werte gebracht werden. Die Maschinengleichungen lassen
sich, entsprechend der maschinenseitigen Zeitnormierung (3),
durch Variieren der Integrationsgeschwindigkeit des Analogrech-
ners auf verschiedene Weise realisieren. Die Integrationsge-
schwindigkeit k wird beeinflufit von

@) einer fiir alle Integrierereinginge der Schaltung gemeinsamen
Eingangsbewertung c,

B) dem Integrationsfaktor kg [s” 1], der durch die Kapazitit der
Integrationskondensatoren festgelegt wird. Der Zusammen-
hang zwischen Problemzeit t und Maschinenzeit t* ergibt sich
aus (3) und (4) zu

Y
th = ot P % T Tk (5)
¢ > 1 Zeitdehnung
¢ = 1 Echtzeit (Identitédt der Zeiten)

€ < 1 Zeitraffung

Mit der Amplituden- und Zeitnormierung und den Abkiirzungen

2 1]

gﬁ =Y, d 2Y = Y ergeben sich die Maschinengleichungen:
4 dr

" dQ d1 c1

Yyt mx 4 (¥p- Yy) # m 12 (Y; - Xp) =0 (8)

" dO d1 c1

+ —— .y - +
Yof ma T (- Y) + g5z (V-1
2 o 2 (7)
‘o C2
T 'c:(Yz'Ys):O

In den Fillen b, c ist die Dadmpferkénnlinie, im Fall ¢ die Feder-
kennlinie nichtlinear. Die Koeffizienten der Differentialgleichun-
gen (6), (7) sind daher in die konstanten Anteile



d d c
6] B ¢} B O

m_A m_\ mzxz’

d =const , c¢_ = const
[o) 0

und die von dem Vorzeichen von (Y’1 - Y’z) bzw. (Y2 - YS) abhéngigen
Anteile

unterteilt worden. Die konstanten Anteile werden in der Schaltung
durch Potentiometer eingestellt, die nichtlineare Dimpfer- bzw.
Federkraft

o))

C
1 , , 2
d (Yl'Yz)’ c (Yz'Y3)
o] o]

wird durch die nichtlinearen Schaltungen (Bild 4, 5) nachgebildet, Wenn
die Gréflen d,, c, den Werten von dj, ¢, gleichgesetzt werden, die fir

die linearen Kennlinien gelten:

do = 80 kpsm ™! co = 2000 kpm™ !,

so erhalten die Koeffizienten der Differentialgleichungen (6), (7) fol-
gende Werte:

N
% .4 a0
ml)\ A mzx A
°1 25 ¢ 250 8)
mlx? Y m2x2 Y F
‘o 1000
)
m,\ i\ )

Damit die Koeffizienten mit Hilfe von Potentiometern und Eingangs-
bewertungen einstellbar werden, wird ¢ = 1 und 3 = 10 s~ ! gewéhlt.
Die Gleichungen (6), (7) erhalten dann die Form: )

d
Yv1|+ 014._(i (Yl-Y;)+0'25(Y1-Y2):0 (9)
11 d1 , ,
Yyt deg (T Y 250 - ¥
10-2(5( -Y )=0 (10)
<, 2 3

.

9



mit

4
_1 = F
3 1 all a
(o)
o F(ll)
A Ge Y -V s 0
dl - - Y1 Y fiir Y1 Y2 > el
-(—i; ( 1 = 2) = ) a , C
0,1 (Y1 - YZ) fiir Y1 - Y2<O
€9
= =1 Fall a,b
C
(o]
Y. -Y, firY.-Y. >-0,037 > 12
c, I Tl B (12)
— (Y. - Y3)= Fall ¢
€ 2 - 0,037 fiir Y, - Y, <- 0,037

Der ZeitmaBstabsfaktor hat den Wert ¢ = }/k = 10/k,. Der Vor-
gang lduft bei Wahl des Integrationsfaktors ky = 1 s-1in 10-
facher Zeitdehnung, bei Wahl von ko = 10 s-1 in Behtzeit, bei
Wahl von kg = 100 s~ ! in 10-facher Zeitraffung ab.

6.
Rechenschaltung @
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AN vy
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fiir den Fall a
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Bild 3 Rechensthaltung fiir das System nach Bild 1

di v _ e Ly
X, ==L (v} -Yz/-—o Y- Y; -v,

+1

Bild 4 Schaltungsteil 1 fiir Fall b,c Bild 5 Schaltungsteil 2 flir Fall ¢




In der Betriebsart ""Pause'' hat der Ausgang von Summierer 7
eine normierte Spannung von X, = - Y3. Beim Schalten auf "Rech-
nen' wird diese Spannung lber einen Eingangswiderstand an den
Summierpunkt des Integrierers 5 gelegt. Dadurch wird eine am
Eingang von Verstidrker 5 wirksame Sprungfunktion erzeugt. Im
Fall b und Fall ¢ ist der in der Rechenschaltung (Bild 3) ge-
strichelt umrahmte Teil 1 durch den Schaltungsteil 1 aus Bild 4
ersetzen. Das Potentiometer zwischen Verstdrkerausgang und
dersBezugsspannung +1 dient zur Kompensation der Diodenan-
laufspannung. € wird so eingestellt, dafl der Knickpunkt der
Diémpferkennlinie in den Nullpunkt fillt (Bild 2). Zwischen Aus-
gang X, und Eingang Y’1 - sz besteht die Beziehung:

= - -3 - -3 22 3 - t >
Xa (Y1 Y2) fir Y1 Y2 0 (13)

(Rickfithrung tiber Diode unterbrochen)

Y’-Y-l
~ 1 2 I , (14)
Xa.—_1+2001 fir ¥y =¥y <0

(Riuckfithrung {iber Diode wirksam)

Aus der Démpferkennlinie (11) und der Formel (14) ergibt sich

o = 0,45, Da die Diode nicht, wie Formel (14) voraussetzt, ideal
arbeitet, hat o einen abweichenden Wert, der durch Ausmessen
der Kennlinie einzustellen ist. Dabei zeigt sich, daf} nur ein Ein-
gang der Bewertung 10 mit dem theoretischen Faktor o = 0,9
nicht ausreicht, um die vorgeschriebene Steigung der Kennlinie
zZu erzeugen,

Im Fall ¢ ist der gestrichelt umrahmte Teil 2 in Bild 3 durch den
Schaltungsteil 2 aus Bild 5 zu ersetzen. In der Schaltung leitet die
Diode, sobald die Ausgangsspannung des Verstirkers Xy, einen
durch den Koeffizienten B einstellbaren negativen Wert -B zu
iberschreiten versucht. Es gilt der Zusammenhang:

- ~ " o~ _
Xb Y2 Y3 fir Y2 [3> B (15)

(Riickfiihrung iber Diode unterbrochen)

- _B .. - -
X, fir Y, - Y, <-B (16)

(Rickfiihrung tiber Diode wirksam)

Der Wert B = 0,037 (vgl. (12)) wird an Hand der Kennlinie am
Potentiometer eingestellt.



. 7. Tab. 1 ist die zur Schaltung der Bilder 3 bis 5 gehdrende Potentio-
Potentiometer- meterliste. In der Spalte 1 stehen die Nummern der Potentio-
liste meter, wie sie in der Schaltung eingezeichnet sind. In der Spalte

2 sind die Koeffizienten der Problemgleichungen (1) und (2) auf-
gefiihrt, die in ihrer normierten Form (Spalte 3) einzustellen
sind. Die Spalte 4 enthilt die Zahlenwerte der normierten
Koeffizienten fir den ZeitmafBstabsfaktor A = 10 s~ und den
Maximalwert yy, = 10 cm. Wenn das Potentiometer nicht zu
einem Eingang der Bewertung 1 flihrt, ist die Eingangsbewertung
als Faktor herausgezogen.

Tab. 1 Potentiometerliste

Pot. | 0 tfizient normierter Zahlenwerte
Nr. oettizien Koeffizient  [A = 10 s-1
Ym = 10 cm
c c
1 1
. ! ™, moZ 0,25
1 1
°1 °1
1 Py ™2 . 0,25-10
2 2
d d
2 m_1 n? A 0.4
1 1
d d
2 El_ ' —07 0,4-10
2 My
Y :_}ji
3 Y3 3 ¥y 0,65
m
‘ 4 Kompensation e ~ 0,05
Diodenanlauf-
spannung
5 Steigung do/dl- 1
Kennlinie N —— ~ 0, 46
20
6 Begrenzung B
~ BT _ Q:O.,OBE-



8. Die zeitlichen Verldufe der Auslenkungen Y (t*) und Yo (%)
Ergebnisse sind fiir die Fille a, b, c in den Bildern 6 bis 12 festgehalten.
» Im Fall b ibersteuert der Verstirker 5. Der Sprung von Ys
von 0 auf 0, 65 ist hier zu stark. Die Amplitudennormierung
auf yp, = 10 cm der Félle a, b ist zu &ndern und so zu wéhlen,
daBl der Verstidrker nicht mehr iibersteuert.

Y3
0 —k
Bild 6  Stdrfunktion
Y2
T .
0 ] - —ix
Bild 7  Auslenkung der Masse m2,Fall a
Y
T .
[ —i
Bild 8 Auslenkung der Masse ml,Fall a
Y2
0 —=k
Bild 9  Auslenkung der Masse mz,Fall b
%
i
0 —t
Bild 10

Auslenkung der Masse ml,Fall b
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Bild 11 Auslenkung der Masse mz,Fall c
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Bild 12 Auslenkung der Masse ml,Fall c
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