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Die Losung partieller Differentialgieichungen und ihre
Darstellungsmdoglichkeiten auf dem elektronischen Analogrechner

Mit 33 Bildern W. Ameling, Aachen

Zusammenfassung: Nach einer kurzen Ubersicht iiber den elektronischien Aralogrechner und die angewandte Program -
mierung werden die verschiedenen Losungsverfahren und Methoden zur Losung partieller Differentialgleichungen mit dem
elektronischen Analogrechner behandelt. Neben den angegebenen Fehlerabschi tzungsmethoden werden verschiedene Darstellungs-
moglichkeiten der Losungsfunktionen betrachtet und einige bisher unbekannte Mbglichkeiten angegeben,

Summary: After a short summary about the electronic analog computer and the necessary programming the different solution
procedures and methode of solution for partial differential equations on the electronic analog computer are treated, Besides the
given methods for error estimation different possibilities for interpreting the solutions are considered and some previously

unknown possibilities are mentioned,

1, EINLEITUNG

Wihrend gewthnliche Differentialgleichungen nur eine ein-
zige unabhidngige Verinderliche enthalten, sind in partiellen
Differentialgleichungen mehrere, inindestens zwei unabhin-
gige Verdnderliche vorhanden, Partielle Differentialgleichun-
gen kommen deshalb bei all den physikalischen Problemen
vor, bei denen die betrachtete GroBe nicht nur von der Zeit,
sondern auch noch vom jeweiligen Ort abhingt. Bei derarti-
gen Aufgaben, wie Wirmeleitung, Potentialbetrachtung
elektromagnetischer Felder, Schwingungsproblemen von
Saite, Balken oder Membrane, treten z,B. neben der Zeit-
groBe t die Raumkoordinaten x, y, z (in kartesischen Koordi-
naten) oder r, ¢, 1X(in Kugelkoordinaten) als unabhingige
Verdnderliche auf, Somit muf im allgemeinen mit vier unab-
hingigen Verdnderlichen gerechnet werden; es sei denn, daB
gewisse zulissige Vereinfachungen eine Reduzierung der
Anzahl der unabhidngigen Verinderlichen gestatten, Eihe par-
tielle Differentialgleichung kann Ableitung nach allen vor-
handenen unabhingigen Verinderlichen enthalten. Soll die
Losungsfunktion U eine Funktion von x, y, z und t sein, so
versteht man unter der partiellen Ableitung nach irgendeiner
der Verdnderlichen den Grenzwert des entsprechenden Diffe -
renzenquotienten, z.B.:

dU  lim

U(x,y,2,t+tAY) -U®X,v.2, 0

t At=0 At

Bei der Ableirung nach t sind also x, Y. 2 als konstant zu
betrachten,

Da bei elektronischen Analogrechnern nur die Zeit als unab-
hingige Ver4dnderliche auftritt, lassen sich auf dem elektro-
nischen Analogrechner grundsitzlich nur Probleme mit einer
unabhingigen Verdnderlichen lésen. Um den bisherigen Aus-
fuhrungen elektronischer Analogrechner gerecht zu werden,
muf man also nach Verfahren suchen, die es gestatten, eine
partielle Differentialgleichung auf eine Anzahl gewshnlicher
Differentialgleichungen zuriickzufihren,

Den Ingenieur interessieren von den rein theoretischen Losungs -
mdglichkeiten linearer partieller Differentialgleichungen vor
allem die Anwendung der Laplace-Transformation, der

d' Alembert'sche Ansatz und die Trennung der Verinderlichen
(Eigenwertproblem). Die Laplace-Transformation ist vor allem
dann mit Vorteil anzuwenden, wenn die L&sungsfunktion der
linearen partiellen Differentialgleichungen nur von zwei Ver-
dnderlichen abhingt, Bei den Aufgaben des Ingenieurwesens
ist stets eine spezielle Losung, d.h, eine Lésung in einem
bestimmten Gebiet, dem Grundgebiet gesucht, Fiir Probleme
mit mehr als zwei Veridnderlichen wird das Gebiet entspre-
chend mehrdimensional. Zur Ermittlung einer eindeutigen
Losungsfunktion einer partiellen Differentialgleichung miissen
auBer der Angabe des Grundgebietes noch die auf der Beran-
dung des Grundgebietes zu erfilllenden Bedingungen angege-
ben werden. Vielfach wird eine Unterscheidung in Anfangs-
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und Randbedingungen vorgenommen, Im folgenden wollen
wir unter Anfangsbedingungen oder Anfangswerten stets die
Werte verstehen, die von allen in der L&sungsfunktion
auftretenden Raumkoordinaten innerhalb ihrer Variations-
grenzen und der Zeitkoordinate fiir t = 0 abhingen. Randwerte
sind solche Werte, die von allen vorhandenen Raumkoordina-
ten der Variationsgrenzen und der Zeitkoordinate fiir t> 0
abhingen, Im Grunde genommen sind Anfangswerte auch
Randwerte. Ihre gesonderte Bezeichnung nimmt lediglich
Be'zug auf die besondere Bedeutung der Verinderlichen t bei
technischen Problemen,

Da bei elektronischen Analogrechnern stets nur die Zeit als
unabhéngige Verianderliche auftritt, kénnte man annehmen,
daB der elektronische Analogrechner zur Losung partieller
Differentialgleichungen nicht geeignet ist, Tatsichlich kommt
jedoch der Ldsung partieller Differentialgleichungen mit dem
elektronischen Analogrechner eine immer steigende Bedeutung
zu, In der vorliegenden Arbeit werden die fiir den elektroni-
schen Analogrechner in Frage kommenden Methoden der Tren-
nung der Verdnderlichen und die Umformung partieller Diffe-
rentialgleichungen mittels Differenzenquotienten in ein
System gewdhnlicher Differentialgleichungen betrachtet, Den
verschiedenen Losungsverfahren wird kurz die angewandte
Programmierung vorangestellt, Der letzte Abschnitt bringt
einige bisher unbekannte Darstellungsmdoglichkeiten der L& -
sungen partieller Differentialgleichungen.

2, DIE PROGRAMMIERUNG DES ELEKTRONI -
SCHEN ANALOGRECHNERS

Die Analyse eines vorgegebenen physikalischen Problems
gliedert sich in folgende Arbeitspunkte :

1. Aufstellen des Gleichungssystems,

2. Umformung der mathematischen Gleichungen durch Ein-
fuhren von MaBstabsfaktoren fiir Zeit und Amplitude in
Maschinengleichungen,

3. Herstellung der Rechenschaltung unter Verwendung der
verschiedenen Symbole entsprechend den durchzufihren-
den Rechenoperationen,

4. Bestimmung der Schaltelemente und der GréBe der zuzu-
fihrenden Spannungen,

Die Grundelemente des elektronischen Analogrechners sind
Integrierer, Summierer, Potentiometer, Multiplizierer und
Funktionsgeneratoren, Im Bild 2,1 sind die Bezeichnungen
der verschiedenen Recheneinheiten, ihre Symbole, die ent-
sprechenden Schaltungen und die mathematischen Formulie-
rungen angegeben. Da die Maschinenzeit stets die unabhin-
gige Verdnderliche des Problems ist, soll fiir die Zeittransfor-
mation gelten:

bzw,
T =m

Hierin bedeuten: T die Maschinenzeit, t oder x die unabhin-
gigen Veridnderlichen eines Problems und m, der ZeitmaB-

stabsfaktor, Die Notwendigkeit der Wahl eines Amplituden-
maBstabes ergibt sich aus der Tatsache, daB den abhingigen
Verdnderlichen des physikalischen oder mathematischen
Problems beim elekwonischen Analogrechner Spannungen
gegen Erde zugeordnet werden, Maximal zuldssige Spannungs-
werte sind im allgemeinen * 100 V (Sonderfille * 200 V)
bei mit Elektronenrshren bestiickten Rechenverstirkern und
z,Z. £ 10 V bei mit Transistoren bestiickten Rechenver-
stirkern. Zur Vermeidung von Verwechslungen zwischen
zugeordneten GroBen des Problems und der Rechenmaschine
werden wir gleiche Bezeichnungen beibehalten und den Ma-
schinengrdBen nur ein Zusatzzeichen geben. Dieses Zusatz-
zeichen mége ein Querstrich Uber dem Symbol sein. Den
Proportionalititsfaktor wollen wir mitkleinen griechischen
Buchstaben bezeichnen. Es soll gelten:

;; = o

0o 7

oder allgemein

@ _ G
y =a vy

Die Bestimmung des Proportionalititsfaktors erfolgt ent-

sprechend -
< | z( ) I max

" [y max

Fir die Integration gilt allgemein:

qn Xd“+1 a?
dx d ntl dx™ (x=0)
X

Mit den angegebenen Transformationen

T
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Da sich laut Bild 2.1 fiir die Ausgangsspannung des Integrators
die folgende Abhingigkeit von der Eingangsspannung ergibt:

erhalten wir - y(n) als Ausgangsspannung, falls die Eingangs-

——r
spannung y(n b ist
14
und 1, l% = k= L L
T “’n*‘l
n
2 E=-y® = dy
(T=0) B dxn (x=0)

ist,
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Bezeichnung Symbol Schaltung Mathematische Formulierung
Hochverstdrkender <> eg=-V-e mit V >> 10*
Gleichspannungsverstérker ] LA &
s K it 0<K<1
Potentiometer n_O—o & €p =N ¢ mit 0 <K<
e eo FH-R §eo
k
A | L oot
Koeffizientenverstérker ifl— Eo!. t eq=- k e; mit 0<k =_R_
= ot
= v -
R
Vorzeichenumkehrer 2 l < R eg=—1-¢
j ) e S,
Rn
Re n
e kn, én ey =- ElkVeV
Summierer e k e R2 V= R P
€197 €o 2 mit 0<kv=_R__
1 1 2 e v
T
£ eoz—kfeid1+E
Einfacher Integrator k 0
€i € e, (1=0)=E mit0<k=R—1C—
T
. E e0=-f i kvevdT+E
Verallgemeinerter . b V= 1
Integrator 2 e
e’k, ° e0(1=0)=E mit O<kv=’§l__
v
e(T) .
e,(7) Versch. Moglichk.: o (1)=-M-.e,, (). €0 ()
Multiplizierer rein elektronisch
elektromechanisch mit z.B. M=10"2V-1
&2 7)
o4 f6 o | zB: eg =1 (e;)
& & Relaisschalter,
Funkti Diodenschaltung,
unktionsgenerator : » x-y-Schreiber mit
— Abtastvorrichtung
i
' Lésung von
) Diff.-Gleich. eq =f (1)
& -0 oder s.o.
Te]
Schreibendes Mefgerit o-: e, = f ()
r —

Bild 2.1. Symbole der Recheneinheiten
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Durch eine aus n-Integratoren bestehende Integrationskette
kommt man somit von y(® nach y. Aus diesen erhaltenen
GroBen baut man nun riickwirts wieder entsprechend der Ma-
schinengleichung Fﬁ) auf und hat damit die Maschinen-
gleichung erfiillt,

3. DIE METHODE DER TRENNUNG DER
VERANDERLICHEN

Die Anwendung der Ldsungsmethode der Trennung der Verin-
derlichen ist fiir lineare Systeme wegen der Giiltigkeit des
Superpositionsprinzips zuldssig, Mit dieser Methode formen
wir eine partielle Differentialgleichung in ein System gewshn-
licher Differentialgleichungen um. Man geht davon aus, da8
die Losung der partiellen Differentialgleichung von z.B. zwei
unabhéngigen Verdnderlichen x und t als eine Kombination
zweier Funktionen f1(x) und fo(t) dargestellt werden kann,
f1(x) soll nur von x und fo(t) soll nur von t abhingen. Mit
diesem Ansatz geht man in die urspriingliche partielle Diffe-
rentialgleichung, In vielen Fillen ist es nunmehr moglich,
einen Ausdruck fir f{(x) und deren Ableitungen von einem
Ausdruck fir f2(t) und deren Ableitungen zu trennen. Die
einzige Moglichkeit fiir die gleichzeitige Existenz dieser Aus-
driicke in einer Gleichung fiir beliebige x und t-Werte ist
die, daB beide gleich einer Konstanten sind, So kommen wir
zu zwei gewdhnlichen Differentialgleichungen fir x und t,
Die Konstante bezeichnen wir mit A . Die verschiedenen
Losungsfunktionen missen die Randbedingungen erfiillen, Dies
ist jedoch nur fiir bestimmte Werte von A der Fall, Die so
ermittelten Werte A’n werden die Eigenwerte des Problems
genannt, Die zugehdrigen Losungsfunktionen sind die Eigen-
funktionen. Die vollstindige Ldsung des Problems ergibt sich
aus der Summe aller Eigenfunktionen, Als Beispiel sei die
eindimensionale Warmeleitungsaufgabe

R I

d x2 MEFT:

betrachtet, Ein isolierter Stab der Linge l=6m und der
Anfangstemperatur Up(x) = 100 OC mit der Materialkonstan-

ten c= 1071 o2 sei gegeben, Die Temperaturverteilung

u(x, t) des Stabes als Funktion der Zeit t und des Ortes x ist
gesucht, wenn den Enden des Stabes zur Zeit t= 0 eine Tem-
peratur von 0°C aufgezwungen wird.

Wir versuchen mit dem Produktansatz

u= fl(x) : fz(t) (3.1)

die Trennung der Verdnderlichen zu erhalten,

Geht man mit diesem Ansatz in die partielle Differential-
gleichung, so ergibt sich:

2
d f (x) df 2(t)
0 TR T el Ty @9
oder
d2f df
. e o(® o
. - e ‘
£, dx’ £, dr

Soll die gesuchte Lisung in der gesamten x-t-Ebene gelten,
so miissen beide Seiten gleich einer Konstanten sein. Bezeich
nen wir diese mit - A, so gelten die folgenden gewdhnlichen
Differentialgleichungen :

dzfl(x)

—g—t A =0 3.9
dx

df2(t)

W T Lm=o (3.9)

Die Methode der Trennung der Verinderlichen filhrt im allge-
meinen auf dhnliche Ausdriicke. Das Wesentliche an diesen
Gleichungen ist der Parameter 4 , Die verschiedenen Werte 1 ,
die diese Gleichungen und die vorgegebenen Randbedingungen
des Problems erfiillen, sind die Eigenwerte des Problems. Die
Losungsfunktionen fj(x) und fo(t) mit den Parametern 1,
sind die Eigenfunktionen des Problems, Man erhilt z.B. L5-
sungen folgender Form :

fl(x) = A, - sin I/ﬂ,n X (3.6)
;Ln

fm=8 e © °© (3.7

2 n

Da unendlich viele Eigenwerte des Problems auftreten konnen,
ergibt sich die Losung allgemein zu:

An
@ -t

c
u(x, t) =Z An . Bn- [sin( Vln “x)]e

n=1

(3.8

Theoretisch kommen zwar unendlich viele Eigenwerte in
Betracht, es geniigt jedoch vielfach bei technischen Prob-
lemen die Berlicksichtigung von einigen der niedrigsten Eigen-
werte, um zu brauchbaren Ergebnissen zu kommen, Durch
Differentiation von Gl. 3.8 1aBt sich zeigen, daB die Losung
die Differentialgleichung erfiillt,

Auch bei partiellen Differentialgleichungen mit mehr als zwei
unabhédngigen Verdnderlichen kann die Methode der Trennung
der Verdnderlichen angewendet werden.

Gl, 3.1 liefert uns somit die beiden gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen 3.4 und 3.5, die mit dem elektronischen
Analogrechner zu ldsen sind,

Nach Durchfithrung der Zeit- und Amplitudentransformation
erhalten wir gemaB den in Abschnitt 2 getroffenen Verein-
barungen:

1 1
_'—— A——__- —
&y 0 e [ =0

oder 3.9)

e = -Afﬂ [¢9)
l(X) = ® 51 l(x)




Im Bild 3.1 ist die zugehtrige Rechenschaltung gezeigt:

(o) hix) .o
K ~h(x)'  k f(x) -1y (x)
11, 4 2 1 ll> '
P R 1 e =l = L 20!
V;R! [+ may Sy 2 R,C, My o4y
221 21
N el
N
Bild 3,1

von den Randbedingungen u(0,t) und u(l,t) der partiellen
Differentialgleichung geht bei der Lésung mit dem elektro-
nischen Analogrechner fir x = const. = 0 u(0,0) als Anfangs-
bedingung und u(l,0) als Randbedingung in die Differential-
gleichung 3.4 ein. Die Wahl der zweiten Anfangsbedingung
u'(0,0) ist beliebig, Sie muB nur ungleich 0 sein; ihre Gréfie
hat keinen EinfluB auf die Bestimmung des Eigenwertes, Ge-
sucht sind nunmehr die Werte ﬂ,n, die auch die zweite Rand-
bedingung erfiillen, Die Einstellung des Potentiometers 1

wird solange gedndert, bis auch die zweite Randbedingung
erfiillt ist, Aus den verschiedenen XE-Werten lassen sich bei
vorgegebenen X7 und & 9y die Werte A ermitteln, Es
ergeben sich in diesem Fall alle ganzzahligen Vielfachen des
ersten A-Wertes, Der Analogrechner liefert gleichzeitig noch
die Eigenfunktionen, Durch Versuch und Fehlerbetrachtung
muB nunmehr diejenige Linearkombination der Eigenfunktio-
nen gesucht werden, die die Funktion u(x,0) am besten an-
nahert, Wegen des symmetrischen Aufbaues der Funktion

1
u(x, 0) (symmetrisch zu 5) kommen in diesem Fall nur die

symmetrisch zu % liegenden Sinusfunktionen in Frage, also
3Aq1:5 A 1+ TAq ... die Bestimmung der Amplituden
der Eigenfunktionen ist relativ umstindlich, da fir n-Werte
auch n-Schaltungen entsprechend Bild 3.1 aufgebaut werden
missen.

Mit den ermittelten An—w erten hat nunmehr die Losung der
Gleichung 3.5 auf dem elektronischen Analogrechner zu er-
folgen. Nach Durchfithrung einer Zeit- und Amplitudentrans-
formation erhalten wir:

ot

x5 o0 =TT 2 P

oder (3.10)
“(—t)t__iﬂil?_ )
2 c &g 2

(&qg und & 50 sind AmplitudenmaRBstabsfaktoren).

Fiir G1. 3,10 ist im Bild 3,2 die Rechenschaltung aufgebaut.
Als Losungsfunktion erhalten wir exponentiell abnehmende
Funktionen, wobei die Abnahme mit vom jeweiligen A -Wert
abhingt, Baut man fir jeden ln-Wert eine Schaltung ent-
sprechend Bild 3.2 auf, so sind wir in der Lage, die Losung
auf dem Analogrechner fiir jedes beliebige x als Funktion der
Zeit t darzustellen. Die Genauigkeit hdangt nur von der An-
zahl der beriicksichtigten A -Werte, d,h. der Giite der Funk-
tionsanndherung u(x,0) und der Genauigkeit der Rechenein-
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heiten ab, Durch Hinzunahme weiterer Einheiten kann die
Genauigkeit beliebig erhtht werden, Praktisch beschrankt die
Ungenauigkeit der Recheneinheiten die erzielbare Genauigkeit.

Bild 3.2

Da wir sowohl die x-Abhingigkeit als auch die t-Abhidngig-
keit auf dem gleichen elektonischen Analogrechner darstel-
len, konnen wir stets nur die x-Abhingigkeit fiir konstantes t
oder die t-Abhangigkeit fiir konstantes x zur Darstellung
bringen. Man geht praktisch so vor, daB man die Rechenkrei-
se I so lange rechnen 148t bis der gewilnschte x-Wert erreicht
ist und fixiert durch denSchalter A diesen Zustand f(x); (Bild 3.3).
AnschlieBend wird der Schalter B geschlossen und die Multi-
plikation durchgefiihrt, Am Ausgang des Summierers erscheint
dann eine der Losungsfunktion u proportionale Spannung fiir

x = const, als Funktion der Zeit, L48t man zuerst den Rechen-
kreis II arbeiten und hilt den Rechenprozef bei einem be-
stimmten Zeitwert an, so erhdlt man nach der Betdtigung von
Schalter A am Ausgang des Summierers eine zu u proportiona-
le Spannung flir t= const, als Funktion von X.

Fiir viele Aufgaben ist es von Vorteil, die Eigenwerte und
Eigenfunktionen mittels Fourier-Analyse zu bestimmen, Die
Bestimmung der Amplituden und Frequenzen der verschiede-
nen Sinusschwingungen rein rechnerisch oder mechanisch mit
dem Harmonischen Analysator oder elektrisch mit dem elek-
tronischen Analogrechner unter Verwendung eines allgemeinen
Funktionsgenerators ist weniger umstidndlich und fiihrt zu
genaueren Ergebnissen als die Ermittlung der Amplituden durch
Versuch und Fehlerbetrachtung, Der Lésungsgang der Aufgabe
wire zweckmiBig folgender:

1. Fourierdarstellung der Funktion u(x, 0).

2. Aufbau der Rechenkreise I, und IIn fiir die erhaltenen
Eigenwerte entsprechend Bild 3.3.

3. Abschitzung des Fehlers bei Verwendung von n-Rechen-

kreisen.

4, Losung der partiellen Differentialgleichung fiir t= const,
x beliebig oder x= const, und t beliebig.

Dieser Lésungsgang hat noch folgenden Vorteil: Anstelle der
Rechenschaltungen In kann die in Bild 3.4 angegebene Re-
chenschaltung mit nur einem Verstirker zur Erzeugung einer
Sinusschwingung vorgegebener Amplitude, Frequenz und
Phase verwendet werden. Hierdurch werden bei n-Rechen-
kreisen insgesamt zwei-n Verstirker eingespart, Bei vor-
gegebener und beschrankter Verstarkerzahl 1a8t sich hier-
durch die Anzahl der verwendbaren Rechenkreise fiir die
darzustellenden Eigenfunktionen verdoppeln. Fiir die Schal-
tung entsprechend Bild 3,4 ergibt sich bei Anschalten einer
Gleichspannung e; = - U zur Zeit T= 0 unter der Bedingung
i, =~ 0 und bei Verwendung eines Gleichspannungsverstirkers
mit sehr hohem Verstirkungsfaktor V (V » 104) folgender
Ausdruck fiir die Ausgangsspannung e, als Funktion der Zeit
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]
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aufgaben aufzubauen und die Einzelldsungen zu iiberlagern,
Eine Aufgabe mit beliebigen Anfangsbedingungen und unter-
schiedlichen aber konstanten Randbedingungen fiihren wir auf
die folgenden Teilaufgaben zuriick:

a) Reines Anfangswertproblem; Randwerte Null,

b) Reines Randwertproblem ; Anfangsbedingung und zweiter
Randwert Null,

¢) Reines Randwertproblem ; Anfangsbedingung und erster
Randwert Null,

Unter der Annahme, daf LOsungswerte erst ab Erreichen
. gewisser t-Werte interessant sind, ist es wiinschenswert, eine
Bild 3.4 G2t T 1L 100(0, Fehlerabschdtzung bei Beriicksichtigung einer endlichen An-
= - zahl von Grundrecheneinheiten durchzufiihren. Bei Verwen-
dung von Quotientenkriterien ist in vielen Fillen eine Ab-
schitzung der Teilsummen und der Fehler moglich. Der
Zusammenhang zwischen Anzahl der Recheneinheiten und
Genauigkeit fihrt im allgemeinen auf ranszendente Glei-
chungen, deren Auswertung zweckmdaBig in Tabellen oder
graphisch erfolgt,

1
=[U+ + + in —
e, 1) Ucl(O) 2(Uc2(0) UC4(0))] stn 23 t

1
+ [UC3(0) + Uc4<0)] cos l_?—C— t (3.11)

Mir dieser Schaltung sind wir also in der Lage, Sinusfunk-
tionen oder Cosinusfunktionen bestimmter Frequenz und
Amplitude zu erzeugen. Die Frequenz ow ist bestimmt durch
die Wahl von R und C,

Die Methode der Trennung der Verinderlichen hat den grofen
Vorteil, daB man die Losungsfunktionen z, B, fiir jeden belie-
bigen x-y-Wert darstellen kann, Dies ist bei der im nichsten
Abschnitt angegebenen Methode der Umformung partieller

Es gilt; Differentialgleichungen mittels Differenzenquotienten in ein
1 System gewdhnlicher Differentialgleichungen nicht méglich.
w = RC (3/12) AuBerdem gestattet die Kombination der exakten Eigenwert-
und Eigenfunktionsbestimmung mittels Fourieranalyse und der
Die Amplitude der Sinus- und Cosinusfunktion kmnen wir anschlieBende Aufbau der entsprechenden Rechenkreise, Feh-
durch die GroBe der Gleichspannungen U; U _(0); U (0); lerabschidtzungen durchzufiihren und die Bestimmung der
UC3(0) und UC4(O) bestimmen, cl ce erforderlichen Anzahl von Rechenkreisen bei einer vorgegebe-

nen oder gewinschten Genauigkeit,
Es ist zweckmiBig fir die Amplitude der Sinusschwingung nur
mit U und fiir die der Cosinusschwingung nur mit Ucg(0) zu 4. DIE UMFORMUNG PARTIELLER DIFFEREN-
arbeiten, Alle anderen Spannungsquellen mdgen nicht vor- TIALGLEICHUNGEN MITTELS DIFFERENZEN -
handen sein. Hierdurch benstigt man erstens nur zwei Span- QUOTIENTEN
nungsquellen und zum anderen erhilt man einfache Einstell -
mdoglichkeiten fir die Erzeugung beliebiger Amplituden und
Phasen,

Die Umformung partieller Differentialgleichungen mittels
Differenzenquotienten in ein System gewohnlicher Differen-
. tialgleichungen ist die bei Analogrechnern fast ausschlieBlich
Durch die Anwendung des Uberlagerungssatzes haben wir die angewandte Methode, Wahrend man bei der Losung partieller
Méglichkeit, eine komplizierte Aufgabe aus einfachen Teil- Differentialgleichungen in der numerischen Mathematik jeden




vorkommenden Differenzenquotienten ersetzt, ld8t man bei
der Lésung mit dem elektronischen Analogrechner stets noch

Ableitungen nach einer unabhdngigen Verdanderlichen bestehen,
Aus diesem Grunde sind die Abschiatzmethoden der numerischen

\tathematik nicht zu verwenden. Im weiteren werden vorzugs-
weise nur partielle Differentialgleichungen mit zwei unab-
hingigen Veranderlichen betrachtet. Bezeichnen wir diese

mit x und y, so werden wir spater derjenigen Verdnderlichen
die Maschinenzeit T zuordnen, die wir nicht durch Differen-
zenquotienten ersetzen,

Beim Differenzenverfahren teilt man ein vorgegebenes Inter-
vall (a,b), in welchem die Losung gesucht wird, in n dqui-
distante Abschnitte A x ein, A x wird die Maschenweite
oder Schrittweite genannt und auch mit h bezeichnet.

Beim Differenzenverfahren werden jetzt Bestimmungsglei-
chungen fiir die Ndherungswerte Yi an der Stelle xi =atidx
aufgestellt,

Hierzu werden in den Differentialgleichungen fiir diskrete ¥i
die Differentialquotienten durch einfache oder verbesserte
Differenzenquotienten ersetzt.

Der Differentialquotient ist der Grenzwert des Differenzen-
quotienten, Fiir den 1, und 2. Differentialquotienten’giltz.B.

7 + -
9y lim LRSI () ﬁx) () 4.1
dx A x=0 X
d2 xt2Ax) - 2y(x+ Ax) + y(x)
ogm L s “ 4.9)
dx¢ Ax=0 (4%

Die Teilung der x-Achse in dquidistante Abschnitte ist nicht
erforderlich, im allgemeinen aber zweckmaBig, Andert sich
die Abschnittsweite von Punkt zu Punkt, so muB der Wahl des
Differenzenquotienten besondere Aufmerksamkeit geschenkt
werden. Bei der Darstellung des Differentialquotienten in

Gl. 4.1 und 4.2 wurde der Differentialquotient an der Stelle
x durch Funktionswerte an der Stelle x, x T Ax u, xt2 A X
ausgedriickt, Derartige Differenzenquotienten bezeichnet man
iiblicherweise als vorwartsgenommene oder vordere Differen-
zenquotienten, Wiirde man z.B. die Stellen x + A x;

x* A_{; und x - A x zur Bildung des Differenzenquotienten
heranziehen, so erhilt man den zentralen Differenzenquotien-
ten. Der Differenzenquotient, der sich bei Verwendung der
Stellen x, x - A x und x - 2 A x ergibt, wird entsprechend
mit riickwartsgenommener oder riickwartiger Differenzen-

quotient bezeichnet,

Fiir hinreichend kleines 4 x wird die Annahme als berechtigt
angesehen, daf die mittels Differenzenquotienten ermittelte
Losung eine brauchbare Niherung der partiellen Differential-
gleichung darstellt, Eine Verkleinerung der Intervallbreite
bedeutet beim Digitalrechner nur eine VergroBerung der
Rechenzeit, Beim elektronischen Analogrechner bedeutet
jedoch z.B. eine Verdopplung der Anzahl der Abschnitte auch
eine Verdopplung der Anzahl der Recheneinheiten. Aus die-
semn Grunde kommt den verbesserten Differenzenquotienten
eine erhthte Bedeutung zu.
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Bei der Herleitung der einfachen und verbesserten Differenzen-
quotienten gehen wir aus von der Entwicklung einer Funktion
y(xq 4 x) in eine Taylorreihe um den Punkt x, . Es gilt:

y (X))
0
Ax+t
1! 21!

yU(x )
0 Ax2+...

+ -
y(xo Ax y(x0)+

YO )
F—(4x" (4.3)
n! .
Durch Auflésen nach y' (xo) ergibt sich:

y(x0 +Ax) - y(xO)
Ax

y' (XO) =

dy

(x=x

Ersetzt man also den Differentialquotienten

0)
durch den sogenannten einfachen Diffe-
y(xg A x) - y(xy)
Ax
einen Fehler entsprechend der GréBe der Summe simtlicher
vernachlissigter Glieder aus Gl, 4,4. Der Fehler wird mit
kleiner werdendem A x kleiner, aber die Konvergenz ist
schlecht. Die Konvergenz wiirde wesentlich besser, wenn auch
noch die zweite oder dritte Ableitung yj bzw. yg in Gl. 4.4
durch Differenzenquotienten ersetzt wiirden, Dieser Weg wird
bei der Herleitung verbesserter Ausdricke fiir den Differenzen-
quotienten, sogenannte verbesserte Differentzenquotienten,
beschritten,

an der Stelle x = x

renzenquotienten , so machen wir

Ausgehend von der Taylorentwicklung einer Funktion
y; = yxy T A x) um den Punkt X :

y

(A% @
+ e .
O) ngl n! Y (x=x0)

ey tidn =y (4.9)

bilden wir eine Linearkombination der verschiedenen Yi mit
geeigneten Koeffizienten a,. Die Ndherung wird umso besser,
je mehr Punkte zur Darstellung des Differenzenquotienten her-
angezogen werden, Die Koeffizienten a, werden nunmehr so
bestimmt, daB moglichst viele der dem durch einen Differen-
zenquotienten zu ersetzenden Differentialquotienten folgenden
hoheren Ableitungen der Taylorentwicklung keinen Beitrag
zum Differenzenquotienten ergeben.

Tabelle 1 gibt eine Zusammenstellung der am hiufigsten
gebrauchten Differenzenquotienten. Gleichzeitig ist der Aus-
druck des nichsten nicht verschwindenden Gliedes der Taylor-
entwicklung mit angegeben. Umfangreichere Tabellen

siehe [5] .

Fiir jeden der Differenzenausdriicke entsprechend Tabelle 1
148t sich ohne groBen Aufwand die zugeordnete Rechen-
schaltung angeben.
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Ausdruck des nidchsten

' nichtverschwindenden
Ableitung Differenzenausdruck Gliedes der Taylor-
Entwicklung
. Ly -y JAx
% 4x Y179 2 %
1 (402 ..,
2ax Y17V 6 ,yo
1 Ax* (s
-y + - +
124x CY T -8 Ty Q) 30 Yo
1 @Aaxs
- + - + - I Sondiol” S
goax Uy ™ M TAY ~ 48y Ty o -y o) 120 7o
1 (Ax?
- + - tee
2ax O3ty 3 Yo
1 %3 (9
- + -9y + LN
6ax (1T I8y -9y, T 2y,) + Y
1 5 (4)
-9 - + - - 3
6ax AT TEy ) 36 (497,
1 (Ax% (5
. - + -6y + AL
T2ax 8.y~ 0y, T 18y -6y, ty.) 20 Yo
. P A% @
0 (ax2 V1 7YY 12 Yo
1 1 (6)
-y _+16y -30y +1 - = 4
m( y o T18y, - 30y 16y . -y ) 50 (4% Y,
1 11 2 (9
~— (2y_ -5y +dy - =
(An2 &y %Y T, - yg) 2 (497,
1 Ax3 (5
— - +ey +4y - ax°
12cam2 MY 720, T 6y, Ty, -y 12 Yo
ree 1 (+ -2 +9 - J‘. A 2 (5)
% 2ax3 Ve T T YY) T AN,
1 7
———(-y +8y -1 - + LAty D
8(hx3 Y3 T8y T 18y, Y13y -8y Tty ) 120 497y,
yIV 1 1 2 (6
— -4y +6y - + -=
0 Bnf Ug -4 ey -4y Ty ) s 497y,

Da auf das nach dem Einfiihren des Differenzenquotienten sich
ergebende Differentialgleichungssystem im allgemeinen eine

Tabelle 1

Zeit- und Amplitudentransformation angewendet werden muB,

sind zur Dimensionierung der Schaltelemente stets die MaB3-
stabsfaktoren erforderlich. Die Differenzenausdriicke nach
Tabelle 1 werden normalerweise nicht erst in einem Summie -

rer gebildet und erst dann einem Integrator zugefiihrt, sondern
man verwendet Summenintegrierer,um Verstirker zu sparen.

Um den grundlegenden Aufbau einer Rechenschaltung fiir eine
partielle Differentialgleichung zu zeigen, sei eine Warme-
leitungsaufgabe betrachtet.




pas Verhalten der Warmeleitung wird durch die partielle
pifferentialgleichung

2
0 u(2x,t) - au(x,t) (4.6)
dx gt
1
mit ¢= T3 beschrieben,

Die als ortlich und zeitlich unverdnderlich angenommenen
Konstanten haben folgende Bedeutung :

H = Wirmeleitfdhigkeit
¢ = Dichte
¢ = spezifische Wirme

Die GroBe U(x,t) stelle die Temperatur eines linearen War-
meleiters, d.h. eines Stabes verschwindender Dicke oder auch
eines veranderlichen Leiters dar, bei welchem die Tempera-
tur nur von einer Raumkoordinate abhangt. Der uns interessie-
rende Verlauf eines gegebenen Stabes bestimmter Lange

o< x <1 soll fiir die folgenden Anfangs- und Randbedingungen
ermittelt werden:

a) Anfangsbedingungen: U(X, +0) = Uo(x) = 100 OC

o
b) Randbedingungen: uco, = Ao(t) = 0 C firt>0

(o]
Ul -0,9=A®= 0 C fir t>0,

Der Stab der Linge 1= 6 m und mit einem C = 0,1 s/rn2
moge am Anfang und Ende Kontakt mit Wirmespendern haben,
die die Enden auf Temperatuwren halten, die grundsdtzlich mit
der Zeit variieren diirfen. Wir nehmen zuerst den leicht Uber-
blickbaren Fall, daf diese Temperaturen am Anfang und Ende
des Stabes konstant sein sollen,

Gesucht ist die Temperaturverteilung Ux,t) fir t>0.

Da wir von der Differenzenmethode Gebrauch machen wollen,
ermitteln wir den Temperaturverlauf U(t) an diskreten Stel-
len i Ax mitz.B. Ax=1mund 12125,

Nach Einfihrung des einfachen Differenzenquotienten fir
d%ux,
3 x2

Ausdruck

ergibt sich fur G1, 4.6 der folgende allgemeine

s

Ue  Us ]

YT
C

Bild 4.1
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Durch die Aufteilung des Stabes in sechs Abschnitte entspre-
chend Bild 4.1 erhalten wir fir die Punkte x; + x das fol-
gende System von Differentialgleichungen

du U -2U0_TU

1 12 "1 0
at  C (A x)2
dU U -20_ tU

13 1

a ~ C (Ax)2
du U -2U0_*tU
—_= = 32 4.7
dt ~C (AX)2 (4.
du U -2U tU
_4_1 4
et~ C (Ax)2
du U, -2U0_+U

5 1 5 4
dt - C (Ax)2

Die Randbedingungen stellen die Temperaturen an den beiden
Enden x= 0 und x = 1 dar, Dieses Gleichungssystem ist nun-
mehr auf dem elektronischen Analogrechner zu ldsen. Da wir
ein vollig symmetrisches System vor uns haben und Un(t) =
Uy(v) = 09C ist, vereinfacht sich der Schaltungsaufbau ganz
erheblich, Es ist ndmlich:

u,m= UM

0,0 = U4(I)

Es genligt also die Losung dem folgenden Differentialgleichungs-
system :

dU1 U -20_t+U

1 1.2 1 0
a  C (Ax)2
du U -2U +

1 3 e “s)
a Cc  (4Ax? ‘
du 2U - 2U

12 3
&t C  (Ax?

Zum Entwurf der Rechenschaltung haben wir den Ubergang zu
den MaschinengrdBen zu machen, Die Temperaturen an den
verschiedenen Punkten X, Xg und Xq werden durch Spannun-
gen gegen Erde dargestellt.

Fiir die Zeit- und Amplitudentransformation soll gelten:

T =mp -t (4.9)
U= a,U (4.10)
- du

L du 4,11
u' = 1 a ( )
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Damit ergibt sich aus G1, 4,8

1 1 —
L= = —= ——— (U_-2U_+
1 c &, (A Yy 17 Y%)

ot U T —
“—OW(U3-2U2+U1) (4.12)

o
Q-

“1 1

5 (An? (2Uy 20y

w
Q=

Die AmplitudenmaBstabsfaktoren bestimmen wir wie folgt:
Da die Temperatur zur Zeit t= 0 die hichstmégliche des
Problems ist, ordnen wir dieser Temperatur die maximale
Spannung des Analogrechners von 100 V zu,

Es soll also gelten:

amax
< 28
%=y
max

100V \%
100%C gewihlt oco =1 %
— - 1 .

dt | max c(Ax)2 v
eine Ubersteuerung erfolgen sollte, missen wir den MaBstabs-
faktor noch dndern. Es soll also gelten:

Wir versuchen anzusetzen, Falls

max

T
max 100V 2 \%
«® S ——-= = c¢(dx 1 —
b Uhax — - .100°% °c
c(dx)

Mit diesen MaBstabsfaktoren kommt man vom Gleichungs-
system 4,12 zu folgender Darstellung :

1 2 1 0

"=y -2u + 4.13
u2 u u1 ( )
u o= 2y -2
R ke

Damit liegt die im Bild 4, 2 dargestellte Rechenschaltung fest,

An dem symmetrischen Aufbau erkennt man sofort die Mog-
lichkeit der Erweiterung durch Hinzunahme weiterer Punkte,

Entsprechend der angegebenen Programmierung gilt:

&

T
1 0 -
- fﬁ'd‘r+U
1 (Tt=20)
0

u=—
my

U’(?:n)

“ho— 5

~|~

-Up (T=0)

Fur den einfachen Integrator entsprechend Bild 2,1 gilt

T
1
e=-k/e,d‘r+E mit k= —
0 i RC
0
Damit ergibt sich e0=—6fur e=U
i
falls
1 1 %o
k=220 =— &
RC meg 1
und
-0 --xu
(T=0) 0 (t=0)

Mit den gegebenen Werten ergibt sich unter der Annahme
my =10 d,h, T=10¢:

\%
1 1 1OC 1
ks === —" =1s’ bzw. RC=1
RC ~ 10 5 g .V } e :
O,l—-é'lm -1"0—"
m C

Wir wdhlen C = 1 pF und R= 1 MOhm,

Weiterhin ergibt sich:

\% o)
o« U =-1—.100 C=-100V
0 (t=0) ¢

m

- o
U =0,daU =0 C.
0 0

und
Damit liegt die Schaltung endgiiltig fest, Wir verwenden
Summenintegrierer. Die vollstindige Schaltung ist im
Bild 4.3 dargestellt,

Die Losungsfunktionen U fiir die konstanten x-Werte X1 = Xgi
Xg= X, und Xg sind im Bild 4,4 dargestellt.

Die Schaltung fir einen beliebigen Punkt ist in Bild 4,5 noch-
mals dargestellt, Diese Schaltung gilt fiir den einfachen zen-
tralen Differenzenquotienten.

Gehen wir zum verbesserten Differenzenquotienten iiber, so
gilt bei ganz entsprechender Wahl der MaBstabsfaktoren :

U +16U _ -30U +16U _ -
1 n

4] 4,14
n 12 n-2 n- n+l n+2)( )

Die zugehdrige Rechenschaltung ist in Bild 4.6 dargestellt.

*Us (2205

Bild 4,2
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=0 £,=10 7= ) r=0 £,=100V
e n B g TROELY . <—
U2 'R W e
W it }
MR U 1Mo T M0 I
— ¥ o S0 U AN ]
M, ¢ \/
’ e

Bild 4.3

1MN Yy >
Upet - Cmed |y
_ Mn O01ufF
0 G

Bild 4,6
MR
'Un-2
oM _
Up-1 0= =0 E=Up(r=0)
_omMal T T
s 0—H Pr~—1]
. 2MN M3
-Tyryo——H +——4
04MR _
~Un j\> 0 -Up
Bild 4.6

Wie die fiir beide Ndherungen auf dem elektronischen Analog-
rechner erzielten Losungsfunktionen zeigen, stimmen die er-
haltenen Lisungen sehr gut Gberein. Der maximale Fehler
liegt im Bereich t <0,1s und betrdgt bis zu 3%. Fir Zeiten
t>0,1s liegt der Unterschied zwischen beiden Ndherungs-
losungen unter 1 %. Der Fehler ist fiir den Punkt Xq am
groBten. Der Unterschied zwischen den Losungen mittels ein-
fachen und verbesserten Differenzenquotienten wird aber
wesentlich grofer, wenn die Funktion u(x, t=0) (d.h. die
Anfangsbedingungen), nicht konstant ist, sondern sich mit
dem Ort &ndert, wenn z.B, Ug= -Uy; Ug= Up: Uy=-0U;
und Ug = U, ist. Hier treten bei einfachen Differenzen-
quotienten Fehler bis zu 10 % auf,

5. ABSCHATZUNG DES FEHLERS

Fiir viele mit der Methode der Trennung der Veridnderlichen
lssbare Aufgaben 1i8t sich bei Anwendung des Quotienten-
kriteriums eine Abschdtzung der Teilsummen und der Fehler
bei Beriicksichtigung einer begrenzten Anzahl von Rechen-
einheiten durchfiihren. Fiir die zweite Methode der LOsung
partieller Differentialgleichungen mittels Differenzenquotient
ergeben sich leider nicht derartige Abschidtzverfahren, ob-
wohl die Methode selbst iibersichtlicher und anschaulicher ist
und fast ausschlieBlich angewendet wird, Die Fehler beim
Rechnen mit einfachen und verbesserten Differenzenquotienten
sind darin begriindet, daB man alle htheren Ableitungen der
Taylor-Entwicklung von einem bestimmten Wert an nicht
mehr beriicksichtigt, Daher kommt es, dal F ehlerabschdtzun-
gen nicht allgemein giiltig sind, sondern bei Variation von
Anfangs- und Randbedingungen neu untersucht werden missen.
Je nach Art des verwendeten Differenzenquotienten beginnen
die ersten nicht berticksichtigten Glieder mit ( Ax)2 oder
hoheren Potenzen von A x, Die Vernachlidssigung ist umso
eher zulidssig, je hoher‘die Potenz von A x und je kleiner

Ax ist,

Bei der iterativen Fehlerabschidtzung verkleinert manAx so-
lange, bis eine weitere Unterteilung in x-Richtung auf die
Losung keinen nennenswerten Einfluf mehr hat. Vielfach lohnt
dieser Weg nicht, da erstens der Aufwand in keinem Verhilt-
nis zur Verbesserung der Lésung steht und zweitens die doch
stets vorhandenen Ungenauigkeiten der Rechenkomponenten
diese Verbesserung wieder zunichte machen, Eine Mdglichkeit
zur Uberschligigen Abschitzung der Restglieder besteht darin,
daB man sich durch graphische Differentiation, z.B. mit dem
Derivimeter, die hdheren Ableitungen beschafft,

Die in [10] dargestellte Methode der h2 -Extrapolation fiihrt
zu brauchbaren Ergebnissen bei nicht zu groem Aufwand.
Hat man bei Verwendung eines einfachen Differenzenquotien-
ten eine Ndherungsldsung y(x) erhalten, so wird der Fehler
weitgehend durch das erste nicht beriicksichtigte Glied der
Taylorentwicklung verursacht. Dies ist in vielen Fillen von
(Ax)2 abhingig.

Unter der Annahme, da8

2
Y(x, Ax)= f(x) + (4x) fl(x) (5.1)
eine gute Niherung darstellt, kann man durch eine geeignete
Kombination zweier Naherungsldsungen Yl(x, a X1) und
Yo(x, A Xg) die Fehlerfunktion fl(x) eliminieren.
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Aus
2
Yl(x,Ax1)= f(x) +(Ax1) - H®
und
Ax )= fx)+(4 2 f
Yok Ax,) = 09+ (Ax,)" - £ (9
erhdlt man
2 2
(Bx)" - Y (xAx)) - (Bx)) Y (x, Ax))
f(x): (5o2)

2 . 2
(Ax,) (Axl)

so kdnnen wir aus einer Kombination von drei Lésungen fiir
Ax_ , Ax_und Ax_ aus
1 2 3

2 2
Yl (x,Axl)= f(x)+(Ax1) : fl(x)+(Axl) . fz(x)
A = f(x) + (4 Z, fx)+c4 2 f 5.6
Y2 (x A x,) = f(x) *( X)) 1 ( x2) oM (5.9

Y, (x,AxS) = f(x) +(Ax3)2 . fl(x) +(Ax3)2 . fz(x)

die Fehlerfunktionen fl(x) und fo(x) eliminieren. Nach ent-
sprechenden Umformungen erhidlt man:

Ylez Ax§ [Ax2 -Ax3] - Ygdxi Axi (4 X, -Ax3] + Yanfoz [Ax1 - sz]
f = 2, 2 2424 A2 AL A @7
Ax24x3 [Ax2 -Axa] - Axl-Axg[ X, —Ax3]+ X x2[ X, -Ax2]

Diese Extrapolation 1ift sich mit geringem Schaltungsaufwand  Fir den hdufig angewandten Sonderfall, daB
auf dem elektronischen Analogrechner durchfithren, Der groBte
Aufwand steckt im Aufbau der zwei Rechenkreise mit unter- Ax = 4 1 und 4 x_= A4xy
schiedlicher Schrittweite 4 x. Man kann sich aber auch so 2 2 3 8
helfen, daB man die erste Niherungslgsung von einem X-y- . .
Schreiber aufzeichnen 118t und diese Funktion spater iiber ist, erhalt man
einen Funktionsgeneratorzusatz abtasten 148t. Dadurch ist der 1
erforderliche Verstirkeraufwand nur durch die kleinste Schritt- 9 = 12 (Yl i 16Y2 e YS) ©.9
weite A x bestimmt, Die Multiplikation der zwei Né&herungs-
18sungen Y, (x, a Xl) und Yo(x, Ax2) bei gleichzeitiger Die Multiplikation der drei Naherungsldsungen Y,, Yy und Yq

Addition wird im Summierer entsprechend Bild 5.1 durch-
gefiihrt.

It ”, pF
Yix.ax)
kR
Yixax) L S S— -f(x)

Bild 5.1

Fir die Dimensionierung der Schaltelemente muB gelten:

2
1 RN CL) . (5.3)
. T A 2 . T Aw 22 .
R1 (sz) (Axl)
Rp (Axp)2 s
2. —= s (5.9
R2 (sz) (Axl)

Hat die Extrapolation aus zwei Naherungslésungen noch kein
befriedigendes Ergebnis gezeigt, so muB man A x noch weiter
verkleinern, Entsprechend der iterativen F ehlerabschitzung
wird man im allgemeinen zu genaueren Losungsfunktionen
kommen.

Nehmen wir an, daB die Losungsfunktion allgemein in der
folgenden Form geschrieben werden kann ;

Y(x,4x%) = f(x) +(4 x)2 fl(x) +(4 x)3 f2(x) (5.5)

bei gleichzeitiger Addition entsprechend Gl, 5.8 wird im
Summierer entsprechend Bild 5.2 durchgefithrt,

-flx)

Bild 5.2

Fur die Dimensionierung der Schaltelemente mufl gelten;

F_ 1
R, 12
1
R
F_4
R 3
2
R
F_9
R 4
3
Ax]_ AXl
Der Sonderfall Ax2= und Ax3= liefert
1 12 11
fy=—Y -=v+1=—v 5.9
=21 721 Yo o ¥, 5.9




Bei Verwendung des zentralen Differenzenquotienten fiir die
erste Ableitung s '

2 4
1 _ (4% ICE RN R,

% zaxY1 Y Ty % T s Yo

wiirden bei der Extrapolation aus zwei Naherungsldsungen erst
Glieder ab der 5, Ordnung eine Rolle spielen. Die Berlck-
sichtigung einer dritten Rechnung ergibt eine Ndherung, bei
der erst Glieder von der 7, Ableitung an Fehler verursachen
konnen,

Ganz entsprechend 148t sich die Extrapolation aus zwei oder
drei Ndherungslosungen zum Erhalt einer genaueren Losung bei
Verwendung verbesserter Differenzenquotienten anwenden und
fuhrt selbstverstindlich zu Ergebnissen, bei denen erst ent-
sprechend hohere Ableitungen einen Fehlerbeitrag liefern,

Diese Methode der Extrapolation aus verschiedenen Naherungs-
lssungen hat den Vorteil, da8 man erstens entsprechend der
iterativen Fehlerabschitzung den EinfluB der kleineren Schritt-
weiten verfolgen kann und zweitens durch eine Kombination
dieser so erhaltenen N&herungslSsungen Lsungen erhalten
kann, bei denen der EinfluB der normalerweise bei den Einzel-
lssungen vernachlissigten htheren Ableitungen ganz erheblich
herabgesetzt wird,

6. VERSCHIEDENE DARSTELLUNGSMOGLICH -
KEITEN DER LOSUNGSFUNKTIONEN

Je nach dem Aufgabengebiet und der spiteren Verwendung der
Losungsfunktionen sind verschiedene Darstellungen wilnschens-
wert, Bei der Losungsmethode mittels der Trennung der Ver-
inderlichen war es moglich, eine Rechenschaltung anzugeben,
die es erlaubte, fiir beliebige x-Werte die L&sung als Funktion
von x darzustellen, Die Methode war allerdings beschrdnkt
auf den Fall konstanter Randbedingungen. Da aber bei den
meisten Problemen nichtkonstante Randbedingungen vorliegen,

-
<lem| - g

75

50

25

Bild 6.1
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scheidet dieses Verfahren aus, Die grofte Bedeutung kommt
also der Umformung partieller Differentialgleichungen mittels
Differenzenquotienten (einfache oder verbesserte) in ein
System gewdhnlicher Differentialgleichungen zu. Da nunmehr
die unabhingige Verdnderliche allein noch die Maschinenzeit
T ist, erhalten wir also grundsdtzlich nur Losungsfunktionen
als Funktionen der Zeit, Fir Aufgaben der Wiarmetechnik,
Kristallographie usw, ist es wiinschenswert, zusédtzlich andere
Darstellungsarten zur Verfligung zu haben, Hierzu gehtren
z.B. die Registrierungen der Losungen als Funktionen des Ortes
mit der Zeit als Parameter oder Hohenschichtliniendarstellun-
gen, Wie im weiteren gezeigt wird, sind auch derartige
Losungsscharen direkt mit dem elektronischen Analogrechner
Zu erzeugen.

6.1 Darstellung von Losungsfunktionen
y=1(t); x1 xn= Parameter
An dem in Abschnitt 4 durchgefithrtem Beispiel der Wirme-
leitungsaufgabe erhielten wir nach Einfiihrung der Differenzen-
quotienten ein System von Differentialgleichungen. Mit geeig-
neten MaBstabsfaktoren kommt man zu den Maschinenglei-
chungen und zur Rechenschaltung Bild 4.2. An den Ausgdngen
der Verstdrker erhdlt man sofort die den entsprechenden Tem -
peraturen proportionalen Spannungen, Fir Registrierungen des
Verlaufs der Temperatur als Funktion der Zeit fiir die verschie-
denen Punkte ist die Rechenschaltung vollstindig. Wir registrie-
ren nacheinander mit einem Einfachschreiber oder gleichzeitig
mit einem Mehrfachschreiber die Losungsfunktionen, wobei
die Ablenkung in horizontaler Richtung proportional mit der
Zeit zu erfolgen hat, Im Bild 6,1 ist die grofformatige Dar-
stellung (DIN A 3) von einem x-y-Schreiber fir eine Unter-
teilung in zehn Abschnitte aufgezeichnet. Diese Darstellung
ergibt gegeniiber der mit dem Elektronenstrahloszillographen
geringere Ablesefehler,

0 =17}

X5.%5 Ulo,t)=U{1t)=0°C

15 2 25 3

&l




210

6.2 Darstellung von L&ésungsfunktionen
y=f(x); t ...t = Parameter
n

Es soll jetzt eine andere Darstellungsmethode aufgezeigt
werden, Gerade bei Aufgaben der Warmetechnik ist es wiin-
schenswert, wenn man nicht die Darstellung u(x, t) = u(t)

fir x = const,, sondern die Darstellung u(x,t) = u(x) fir

t= const, sofort vorliegen hat oder auf dem Schirm des Os-
zillographen beobachten und photographisch registrieren kann,
Diese Darstellungen werden in dem Beispiel der Warmetech-
nik zur Beurteilung von auftretenden Wirmespannungen be -
nutzt, Bei diesen Problemen werden im allgemeinen bei
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zum Eingang des
y-Verstarkers

y-Ablenkplattenpaar schaltet man iber einen Stufenschalter
den jeweiligen Verstdrkerausgang q In der einfachsten Form
nimmt man einen Drehwihler mit mehreren Kontaktbahnen.
Im Bild 6,3 ist die Schaltungsanordnung dargestelit,

Jeder Verstdrker liefert die bereits angegebenen Losungskurven
u(x, t) = u(t) fir x = const, entsprechend Bild 6.1 Diese L§-
sungsfunktionen ergeben auf dem x-y-Schreiber vertikale
Linien mit nicht konstanter Schreibgeschwindigkeit, Der Elek-
tronenstrahl wird dunkel gesteuert und nur fiir kurze Augen-
blicke in konstanten Zeitabstinden hellgetastet. Im Block-
schaltbild 6.4 ist der insgesamt erforderliche Aufwand fir die
zusdtzliche Umtasteinrichtung zu ersehen,

6.3 Lineare Interpolation zwischen benach -
barten Funktionswerten

Wiinschenswert ist natiirlich ein geschlossener Linienzug, Auf-
gaben, deren Losungen als Funktion der Zeit keine monoton
abfallenden Funktionen ergeben, sind mit dieser Darstellung
allein nicht sicher auszuwerten, Es sind stets die Ergebnisse
entsprechend dem Bild 6.1 hinzuzuziehen. Dieser Umstand
macht es erforderlich, die Schaltung Bild 6.4 dahingehend
2u erweitern, daB vom x-y-Oszillographen auch die Verbin-
dungslinien zugehériger Punkte mit aufgezeichnet werden,

Im Bild 6.5 ist fur einen bestimmten Wert t ein geschlosse-
ner Linienzug gezeigt,

zum Eingang
des x-Verstarkers

Bild 6,3
_ Helltastimpuls zum
Osziliographen Verstarker-
ausgdnge —e—0 y-Ablenkung des
’ t ' ' t Oszillographen Bild 6.4
Oszillator Zahistufe Abtaster Steverimpuls tir Die Grundelemente der Umtast-
den Rechner A . . .
J l 1 “ einrichtung sind ein Oszillator,
L Steverimpuls x-Ablenkung des eine Zadhlstufe, ein Abtaster und
Spannungs - Oszillographen . .
teiter ein Helltastimpulsgeber.

Erreichen bestimmter Grenzwerte die Randbedingungen gein-
dert. Man kann die Anlage sofort dahingehend erweitern, dag
beim Uberschreiten zuldssiger Wirmespannungen ein Regel-
vorgang ausgeldst wird, der die Temperaturéinderungen( in der
Zeiteinheit auf ein zulissiges MaB begrenzt.

Im Bild 6.2 sind punktweise die Losungswerte u(x,t) fir

t= const, dargestellt. Diese Aufnahme wurde von einem X-y-
Oszillographen aufgenommen, der iiber eine Helltastschaltung
gesteuert wurde, Der Analogrechner selbst arbeitet im repe-
tierenden Betrieb. Durch Hinzunahme weiterer Punkte ist
natiirlich ein wesentlich dichteres Punktnetz zu erhalten.

Beim x-y-Oszillographen ist jedem Punkt X, des Problems
eine bestimmte Auslenkung in x-Richtung zugeordnet. An das

o
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Die Bilder 6.6, 6.7 und 6,8 stellen den Temperaturverlauf
langs eines Stabes fiir verschiedene Zeiten dar, Eine derartige
Darstellung ist in jedem Fall tibersichtlicher und der Vorstel-
lung des Ingenieurs vertrauter als die Darstellung der Funktion
u(x, ) = u(t) fir x = const, Der entscheidende Vorteil ist, daB
der EinfluB von Anfangs- und Randbedingungen auf dem Bild-
schirm der Oszillographenrshre beobachtet werden kann, Eine
Moglichkeit, einen geschlossenen Linienzug zu erhalten,
besteht darin, da® man simtliche interessierenden Verstdrker-
ausgdnge an ein relativ schnell durchdrehbares Potentiometer
anschlieBt. Entweder muB der Rechenvorgang derartig langsam
ablaufen, daB ein vollstindiger Umlauf des Potentiometer -
abgriffes in einer Zeit beendet ist, in der sich der Funktions-
wert noch nicht nennenswert geéndert hat oder man hidlt nach
einer gewiinschten Zeit den Rechenvorgang an, lafit das Poten-
tiometer einmal umlaufen und anschliefend wieder die Zeit
AT weiterrechnen. Liefert eine zweite Kontaktbahn des
potentiometers eine dem Drehwinkel proportionale Ablenk-

Bild 6.7

Bild 6.8
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spannung an das Ablenkplattenpaar flir die Horizontalablen-
kung, so erscheint bei einer Helltastzeit von einem Umlauf
des Potentiometerabgriffes ein geschlossener Linienzug auf
dem x-y-Oszillographen,

Der Aufwand lohnt nur dort, wo dauernd Wirme- oder dhnliche
Probleme geldst werden miissen, Nach Moglichkeit ist die
lineare Interpolation zwischen den benachbarten Funktions-
werten mit den iiblichen Recheneinheiten durchzufuhren. Nach
Bild 6.9 gilt:

U

T=0 +-2L % @ (6.1)
" U,
mit O<Eﬁ<i_]—a.
]
0,
Pt du
Bild 6.9 A

Gibt man die entsprechend Gl. 6.1 erzeugte Spannung U auf
das y-Ablenkplattenpaar und die z.B. sigezahnformig ver-
laufende Spannung d;, auf das x-Ablenkplattenpaar, so lauft
der Elektronenstrahl stets zwischen den Werten 6_1; und Up 44
hin und her. Wird jetzt noch der Oszillograph in bestimmten
konstanten Zeitabstinden fiir die Dauer eines Hin- und Her-
laufes von du hellgetastet, so erhdlt man bei einem Durch-
lauf des Rechners eine Darstellung entsprechend Bild 6.10.
Das vollstindige Blockschaltbild fir die Aufzeichnung der
linear interpolierten Funktionsverliufe u(x,t) = u(x) fir

t= const. ist im Bild 6.11 angegeben,

Bild 6.10

AN

Die ausgefiihrte Schaltung ist im Bild 6,12 dargestellt, Eine
quadratische Interpolation zwischen den drei benachbarten
Funktionswerten ist ganz entsprechend mit einer geringfiigigen
Schaltungserweiterung moglich,

6.4 Hohenschichtliniendarstellung

Als weitere Darstellungsmoglichkeit ist speziell bei mehr -
dimensionalen Problemen die Hohenschichtliniendarstellung
von Interesse. Bei dieser Darstellung (Bild 6.13) kommt es
darauf an, nur die Orte gleichen Funktionswertes darzustellen.,
Zur Darstellung geniigt ein Kathodenstrahloszillograph mit der
iiblichen zeitproportionalen Ablenkung und der Mdéglichkeit
einer Helltastung, Jedem y-Wert wird eine bestimmte Aus-
lenkung zugeordnet, Der Elektronenstrahl wird im allgemei-
nen dunkel gesteuert, Nur bei Vorhandensein eines bestimm-
ten Spannungswertes wird ein Helltastimpuls auf den Oszillo-
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graphen gegeben, Ordnen wir dieser Spannung eine bestimmte
Hohe zu, dann entspricht diesem vorher festgelegten Span-
nungswert eine Hohenschichtlinie, die sowohl punktweise als
auch als Linienzug dargestellt werden kann. Von besonderer
Bedeutung ist die Ansprechempfindlichkeit des im Bild 6,13
gezeigten Spannungsvergleichers, Gefordert wird die Abgabe
eines Helltastimpulses konstanter GréBe in einem relativ eng
tolerierten Spannungsbereich. Auf die Angabe der schaltungs-
maBigen Realisierung sei hier verzichter.

6.5 Darstellung von Lésungsfunktionen y = (x)

unter Zuhilfenahme eines Speicherelemen-

tes

Will man im langsamen Betrieb des Rechners registrieren und
wegen einer htheren Genauigkeit ein gegeniiber der Sicht-
fliche des Elekwonenstrahloszillographen wesentlich groBeres
Format des Registrierpapiers, z.B. DIN A 3, verwenden, so

kann man auch hierfiir die angegebenen Methoden in etwas
abgednderter Form einsetzen. ZweckmaiBiger aber ist die
Verwendung von Speicherelementen, Anstelle der linearen
Interpolation unter Benutzung von Multiplikationseinheiten
werden Speicherelemente in Verbindung mit einer Regel-
schaltung benutzt. Diese bewirkt nach einer Umschaltung
auf andere Funktionswerte ein Nachlaufen auf diese neuen
Funktionswerte (Nachlaufregelung). Die benutzten Rechen-
schaltungen sind im Bild 6,14 dargestellt,

Fir beide Schaltungen ergibt sich bei Anlegen einer Gleich-
spannung ei =U

-kt
eO=U+(E-U)e

Unterbricht man mit dem Haltkontakt den Rechenkreis, so
hédlt der Integrator seinen Spannungswert und wirkt somit als




Bild 6.14
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speicher, Wird nunmehr eine andere konstante Spannung auf
den Eingang geschaltet, so strebt die Grie e, dieser anderen
konstanten Spannung zu, sobald der Kontakt geschlossen wird.

Die fir die x- oder y-Ablenkung erforderlichen Regelkreise
mit Speicherwirkung ergeben also folgende Zeitabhingig-
keiten:
-kt
2
) e

=U +E -U
y=Uy T €y - Uy

-klt
= + -U ) -
X U1 (E1 1) e

Entsprechend Bild 6.15 ergibt sich mit k2 =k

1!
U -E
dy 2 2
dx U, -E
AR T
Y P
U, 2
F
£ —4
Bild 6.15
3 U, x—=

Hat der Rechner zu Beginn die x und y-Werte E1 und E2 des
Punktes 1, so wird die Schreibfeder auf der Geraden zwischen
P_ und P2 nach P2 wandern, Damit ist also die gewiinschte

Nachlaufabhingigkeit erreicht. Gehen wir davon aus, daf den

einzelnen Verstirkern entsprechend Bild 2.1 bestimmte Punk-
te Xy ... X zugeordnet sind, so wird man zur Registrierung
der Funktionswerte als Funktion des Ortes flr bestimmte Zei-
ten t= const, simtliche Ausginge der Verstdrker an einen
Drehwihler anschlieBen. Gleichzeitig schlieBen wir einen
Spannungsteiler an eine zweite Kontaktbahn an. Damit erhdlt
man an den Schleifern eine dem Ort x proportionale Span-
nung und den zugehdrigen Funktionswert. Beide Spannungen
werden auf eine entsprechend Bild 6.14 aufgebaute Regel-
schaltung und die Ausgénge der Regelschaltungen auf die

x und y-Eingdnge des x-y-Schreibers gegeben, Als Halt-
kontakt wird ein Kontakt der Umschalteinrichtung benutzt.
Der vollstindige Regisuierungsablauf geschieht wie folgt:
Sind dem Rechner alle Anfangs- und Randbedingungen vor-
gegeben, so lifit man diese eine bestimmte Zeit AT rech-
nen. Zur Abtastung und Registrierung aller Funktionswerte
dreht der Drehwihler selbsttitig durch, Die Drehgeschwindig-
keit ist abhingig von der Regelkreiskonstanten k., Wir verlan-
gen, daB der Schleifer etwa t= 5 lang auf dem jeweiligen
Kontakt verweilt, Nach einem Umlauf wird der Haltkontakt
gedffnet und der Rechner rechnet wieder eine bestimmte Zeit
weiter. Einem vollen Umlauf des Drehwiahlers entspricht dann
die Aufzeichnung der Funktion y = f(x) fiir einen bestimmten
Wert t= const, Die vollstindige Schaltung ist in Bild 6.16
dargestellt.

Diese Schaltung hat den grofien Vorteil, daB man mit gerin-
gem Aufwand zu den gewinschten Kurvenscharen kommen
kann. Durch die groBformatige Aufzeichnung und langsame
Rechnung ist eine grofie Genauigkeit der Rechenergebnisse
gewahrleistet, Die Bilder 6.17 - 6.19 dienen der Anschau-
lichkeit dieser Aufzeichnungsart bei konstanten und variab-
len Anfangs- und Randbedingungen.

Bild 6.16
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Die Auswertung der Funktionswerte ergab eine gute Uber-
einstimmung mit den rechnerisch ermittelten Funktions -
werten.

7. ZUSAMMENFASSUNG

Nach einer kurzen Ubersicht iiber den elektronischen Analog-
rechner und die angewandte Programmierung werden die
verschiedenen Lsungsverfahren und Methoden zur L&sung
partieller Differentialgleichungen mit dem elektronischen
Analogrechner behandelt, Fir die nicht sehr hiufig ange-
wandte Methode der Trennung der Verdnderlichen ergibt

sich fiir reine Anfangswertprobleme und Anfangswertprob-

leme mit konstanten Randbedingungen die Méglichkeit, fur
jeden beliebigen x-y-Wert die Losungsfunktionen darzu-
stellen, Fehlerabschitzungen erlauben die Ermittlung der
erforderlichen Anzahl von Rechenkreisen bei einer gewlinsch-
ten Genauigkeit, Fir die Erzeugung von Sinusfunktionen
weitgehend beliebiger Amplitude und Phase mit nur einem
Verstdrker ist die dort angegebene Rechenschaltung mit
Vorteil zu verwenden.

Die zweite Methode der Umformung partieller Differential-
gleichungen mittels Differenzenquotienten in ein System
gewohnlicher Differentialgleichungen ist die am haufigsten
angewandte Methode, Zur Fehlerabschitzung wird allgemein
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i die iterative Fehlerabschitzungsmethode angewandt oder durch [4] A.S.Jackson: Analog Computation. McGraw Hill
' Vergleich mit bekannten exakt ermittelten Werten auf die Book Co., New York 1960,
Giite der erhaltenen Niherung geschlossen. Von grofter Wich-
tigkeit ist die Einfihrung verbesserter Differenzenquotienten.
Duwrch eine Extrapolation aus verschiedenen Naherungslosungen

{51 L. Collatz: Numerische Behandlung von Differential-
gleichungen. Springer-Verlag 1955.

lassen sich Losungsfunktionen ermitteln, die bei geeigneter [6] H.Herrmann: Analogie-Rechenmaschinen in "Hand-
W ahl von Gewichtsfaktoren fiir die verschiedenen Losungs- buch der Automatisierungstechnik", Verlag filr Radio-
funktionen zu wesentlich verbesserten Lgsungsfunktionen Foto-Kinotechnik, Berlin 1959.

fihren, [ D. Ernst: Elekmonische Analogrechner. R. Oldenbourg,

Miinchen 1960,
Weiterhin werden verschiedene Darstellungsmoglichkeiten der
Losungsfunktionen betrachtet und einige bisher unbekannte
Moglichkeiten angegeben. Mit den angegebenen Schaltungen

{8] G. Doetsch: Einfilhrung in die Theorie und Anwendung
der Laplace-Transformation, Birkhduser Verlag, Stutt-

1
ist man in der Lage, Funktionsverldufe u= f(x) fir t= const, gart/Basel 1958.

zu erhalten. Diese sehr anschaulichen Darstellungen der
Losungsfunktionen sind sowohl bei beliebigen Anfangsbedin-
gungen als auch fir variable Randbedingungen einzusetzen
und mit groBem Vorteil zu verwenden, Fir groBformatige
Darstellungen empfiehlt sich das vorgeschlagene Verfahren

[al M. Robert Howe und Vincent S. Hanemann jr.:
The Solution of Partial Differential Equations by Diffe-
rence Methods using the Electronic Differential Analyzer.
Proceedings of the I.R.E., 1953.

unter Verwendung von Speicherelementen, Die so gewonne-

nen Funktionsverliufe geniigen hinsichtlich Genauigkeit den [10] Josef Maty4s: Modellieren einer Leitung mit ver-

Anforderungen, haben aber auSerdem den Vorteil groBter schiedenen Randbedingungen mit I-{ilfe eines Analog-

Anschaulichkeit, Beide angegebenen Verfahren lassen sich Rechners, Archiv der Elektrischen Uberragung 1959.

ohne grofien Mehraufwand am elektronischen Analogrechner

durchfiihren, [11]1 G. George O'Brien, Morton A. Hyman und
Sidney Kaplan: A Study of the Numerical Solution
of Partial Differential Equations, Journal Mathem. and

. Physics, 1950.
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